EXERCICES
DE CALCUL INTEGRAL:

PREMIERE PARTIE.

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

r
A prEs avoir épuisé les formules différentielles qui s'integrent
tant algébriquement que par arcs de cercle ou par logarithmes, les
Géometres s'occuperent de rechercher toutes celles qui sont inté-
grables par les arcs d’ellipse ou par les arcs d’hyperbole ().
On avait lieu de croire que ces transcendantes tenaient le premier
rang apres les fonctions circulaires et logarithmiques, et il impor-
tait au progrés des nouveaux calculs, de ramener a un point
de difficulté bien connu , toutes les intégrales qui étaient susceptibles
de cette réduction.

Les formules qu'on peut intégrer par cette voie se trouverent
tres-nombreuses ; mais il n’y avait point de liaison entre les résultats,
et ils étaient loin de former une théorie.

Un Géométre italien , d'une grande sagacité , ouvrit la route a des
spéculations plus profondes (*). Il prouva que sur toute ellipse ou

(') Maclaurin. Traité des Fluxions. — D’ Alembert. Mém. de Berlin. 1745,
(*) Fagnani. Produzioni matematiche, Tom. IL
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2 PREMIERE PARTIE.

sur toute hyperbole donnée, on peut assigner , d'une infinité de
manieres , deux arcs dont la différence soit égale a4 une quantité
algébrique. Il démontra en méme temps que la lemniscate jouit de
cette singuliére propriété, que ses arcs peuvent étre multipliés ou
divisés algébriquement, comme les arcs de cercle , quoique chacun
d’eux soit une transcendante d'un ordre supérieur.

Euler, par une combinaison qu’'on peut regarder comme fort
heureuse , quoique ces hasards n’arrivent jamais qu’a ceux qui savent
les faire naitre, trouva l'intégrale algébrique complete d'une équa-
tion différentielle composée de deux termes séparés, mais sem-
blables, dont chacun n’est intégrable que par des arcs de sections
coniques ().

Cette découverte importante donna lieu a son auteur de comparer
d’'une mani¢re plus générale qu'on ne lavait fait avant lui, non-
seulement les arcs d'une méme ellipse ou d’'une méme hyperbole,
mais en général toutes les transcendantes comprises dans la for-
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(CPdas . . . . :
mu]eJ/ "RE" ot P est une fonction rationnelle de « , et R un radical

de la forme /(a4 6x +yx* +Ja® +ext) , a,6,9,d, ¢, étant
constans.

L’intégrale trouvée par Euler était trop remarquable pour ne pas
fixer particuliérement Pattention des Géometres. Lagrange voulut
faire rentrer cette intégration dans les procédés ordinaires de
Tanalyse ; il y réussit par une mélhode fort ingénieuse (*), dont
Vapplication s'éléve graduellement des transcendantes inférieures
aux transcendantes Fulériennes ; mais il essaia inutilement de par-
venir A un résultat plus général que celui d’Euler.

Peu de temps apres, Landen , géomeétre anglais , démontra que
tout arc d’hyperbole peut étre mesuré par deux ares d’eliipse (°);
découverte mémorable qui réduit aux seuls arcs d’ellipse toutes
les intégrales qu'on navait pu exprimer jusques-la que par la recti~
fication des deux courbes. '

Enfin Lagrange se signala de nouveau dans la méme carriere,

) Euler. Novi Com. Petrop. Tom. VI et VIL
*) Mém. de Turin, Tom. IV.
) Mathematical Memoirs, by John Landen , 1780.
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 3
en donnant une méthode générale (') pour ramener, par des
n . - ’ de A . ’

transformations successives, I'intégrale f — 4 lintégrale d'une for-
mule semblable qui, par la disposition de ses coefficiens, est facile
4 évaluer par approximation. Ces transformations ont le double but
de servir a la comparaison d’'une suite de transcendantes formeées
d’aprés la méme loi, et de conduire aux approximations les plus
rapides dont ces fonctions sont susceptibles.

Telles étaient les principales découvertes des Géometres dans la

’ » ¥ o, 4 ’ Pd . . L]
théorie des transcendantes désignées par f —R—I, lorsque je publiat

mes Recherches sur 'intégration par arcs d'ellipse (*). La premiére
partie avait été composée avant que j eusse connaissance du théoreme
de Landen; elle contenait des vues nouvelles sur I'usage des arcs
dellipse , et particuliérement un moyen d’éviter I'emploi des arcs
d’hyperbole dans le calcul intégral , en y suppléant par une table
dares d’ellipse dressée convenablement. Je donnai ensuite une nou-
velle démonstration du théoréme de Landen, et je prouvai par la
méme méthode , que toute ellipse donnde fait partie d'une suite
infinie d’ellipses tellement lides entre elles , que par la rectification
de deux de ces ellipses , prises & volonté, on obtient la rectifica-
tion de toutes les autres. Ces ellipses ayant un demi-grand axe
commun égal a l'unité, et leurs excentricités variant suivant une loi
connue, depuis zéro jusqu’a I'unité,, on peut par ce théoréme réduire
1a rectification d’une ellipse donnée a celle de deux autres ellipses
aussi peu différentes du cercle qu'on voudra. C’était un pas de plus
dans une carriére difficile.

Mais cette matiére , et en général la théorie des transcendantes
désignée par f %‘?, demandait i étre traitée d’'une maniere plus
méthodique et plus approfondie. C’est ce que j'essayai de faire dans
mon Mémoire sur les Transcendantes elliptiques , publié en 1793.
Je me proposai dans cet ouvrage, de comparer entre elles toutes
les fonctions comprises sous cette dénomination , de les classer en
différentes espéces , de réduire chacune a la forme la plus simple

(*) Nouveaux Mémoires de Turin, ann. 1784 et 1785, Tom. IL,
(*) Mém. de I'Acad. des Sciences de Paris, ann. 1786,
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4 PREMIERE PARTIE.

dont elle est susceptible, de les évaluer par les approximations les
plus promptes et les plus faciles ; enfin ; de former de I'ensemble
de celte théorie une sorte d’algorithme qui piit contribuer a étendre
le domaine de I'analyse.

Ayant repris la suite de ces rechérches , aprés une longue inter-
ruption, j'ai réussi a perfectionner cette théorie dans quelques
parties , principalement dans celle qui concerne les fonctions ellip-
tiques de la troisitme espéce. Ces améliorations étaient de nature
3 apporter quelque changement 2 mon premier travail ; j’ai donc
eru devoir traiter cette mati¢re dans un nouvel ordre, en lui
donnant de plus grands développemens. et I’éclaircissant par des
exemples choisis. C’est le résultat de ce dernier travail que je pré-
sente dans ce moment aux Géométres ; {’espere qu’ils voudront bien
Vaccueillic comme une nouvelle branche d’analyse qui peut offrir de
belles et d’utiles applications.

Idée générale des différentes sortes de transcendantes contenues

. ’ de
dans la formule intégrale f = -

(1). Nous représentons par P une fonction rationnelle quelconque
de x, et par R le radical /(2 Ex—+-ya*+J'x*~-ext ) : ce radical
restant le méme, on peut donner une infinité de valeurs a P;
mais il n’en résulte pas pour cela une infinité de transcendantes de
nature différente. On peut toujours par des intégrations partielles,
réduire I'intégrale -P—Ir,i—af 4 une partie algébrique , plus un certain
nombre de transcendantes , qui sont toujours de la méme forme et
de la méme nature. C’est ce qu’il s'agit de développer.

Supposons d'abord que P soit une fonction enticre de x, ensorte
qu'on ait P=A-Bx—+ Cx*+....-+ Kx* Sion représente , pour

s}

’ 9 Y lr
abreger, lmtegralef 5

par II7, il est clair qu'on aura
- .
Pdx
R
or, en différentiant la quantité x™°R , et revenant de la différen-
tielle 2 l'intégrale, on trouve cette formule
2R = (m—3) all"=f= (m—3 ) 611" = (mm— 2) p 11" 2
A (m=—3) "' (m— 1) ell”;

— AL’ BIT'=~CIT* +-. . . .=-KIT* ;
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