DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 65
Dépeloppement des jfonctions I" et E' en sérizs,

(45). On peut déduire des équations (¢’) deux équations diffé=
rentielles du second ordre propres a déterminer séparément les
fonctions I et E ; ces équations sont
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et lorsqu’on considere les fonctions completes , ces équations de=

viennent
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Celles-ci se mmphﬁewnt encore en faisant ¢==sin 6 , ce qui

donnerait
ddr

+cot29 —.«—F‘_—:o
ddE 1 e
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On peut enfin regarder F* et E' comme des fonctions du module
complémentaire &, ce qui donnera les équations différentielles

ddF* | 1 —3b dF
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(I_ba)d;}; <1_—_—bb2> dEl_l._Ex__O.
d’ou 'on voit que I'équation en T* est de la méme forme, soit que
I'on considére F* comme fonction de & ou comme fonction de ¢,

Ces équations sont utiles pour faire connaitre la loi du dével()p_
pement des fonctions F', E* en séries. Il n’y a aucune difliculté 2
développer ces fonctions smvant les puissances de c; car les expres-

sions F = fdp (1 —c*sin*@) *, E = fdp (1 — ¢’ sin* <p) étant inte-~
9
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66 PREMIERE PARTIE.
grées depuis ¢==0 jusqua ¢ = ; @, on en tire immédiatement

12 7.5 :
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Mais ces séries ne sont plus suffisamment convergentes, lorsque ¢
est fort pres de P'unité, et alors il convient de les ordonner suivant
les puissances de &, en considérant b comme trés-petit.

3 \ 9 s I d]m I‘Z ((‘Fl)
Or d’aprés I'équation E' = b* (F‘+ c 75) =—ha T
pour premiére approximation, faire E'=1, ce qui donnera
dc de , < 14¢ :
d (cF") =g = T et par conséquent ¢F* = ; log (1—_—_—(> ; ais
dans le méme cas, on a ¢ =1 — 4, donc la premicre valeur ap-
P g 4
prochée de F* est F' =log (Z)
SoitmaintenantF‘:Plog(%)—{-—Q , P et Q étant des suites or-

données suivant les puissances de &; si on substitue cette valeur
dans I'équation différentielle

AddF* | 1—3b dF :
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, on peut

on trouvera que 'équation pour déterminer P est absolument sem-
blable i celle qui détermine F*; celle-ci est de la méme forme ,
soit que F soit considéré comme fonction de ¢ ou comme fonction

de & ; ainsi on aura d’abord
Py +;—:52+§%54+;%§—j56+etc.
Désignons les coefliciens successifs par 1, m', ', etc., ensorte qu’on ait
P = 1+ m'b* 4 m'bt - m"bf - etc. ;
nous supposerons ensuite

F'=(1 4 m'b* 4+ m'b* 4 m"b°+- etc.) log %
— 1 A — " A"t — m" A"b¢ — etc.

Substituant cette valeur dans V'équation différentielle ci-dessus, on

TIB Hannover



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 67
aura pour déterminer les nouveaux coefliciens A, A", etc., 'équa-
tion suivante , dont les termes suivent une loi trés-simple :

g5 - 2 -+ 6m'b* - 10m'bt 14m"b¢ - 18m*b? —-etc.
—4m  — 6m'b* — Lot —16m''b®  — 20m'b® —elC.
ot A—42m" A" b —6*m" A" b+ —8*m’ vA vhS—y0*m'AvbP—etc.
+32m Al b -5rm" AT bt -7*m" A" b° +9’1n”A”bg+etc.
Observant ensuite qu'on a 2°m' =1, fem = 3n, 6*m” = 5*m’, elc.,
on trouve successivement
A’ I
el e 1l
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itz b se )
ete.
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A= 2 . D'aprés cette
(on P

de sorte qu’on a en général AW =

—1)an
loi, il est facile de voir ce que devient A® lorsque 7 est trés—
grand ; considérons pour cet effet la suite

ox® oxt , oab ox?
(P o s mely Tl
laquelle peut &tre mise sous cette forme
a3 x° x7
y=2x (x—l—-—g-—}—?—l——?,——[—etc.)
e T a8 -
s <9C +?+—3—+—Z—+etc.),

. L
on aura en sommant ces suites, y = x log (;g)-l—log (1—x*) =

(1) log (12 )+ (1 —x )log (1 — x ). Soit x =1, on aura
y =2log2; donc la limite des quantités A’, A", A", etc. est
2 log 2 ou 1,386, etc. Cela posé , la valeur complete de I se

développe ainsi :
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1 % 2] 4
F _10g§+i—2b (logi-—— 1)

+ 5 v (log § — _327)

+

12.32.5% 14 ) Lo
ool <]Ogb ﬂ"‘s‘“s)

At e a3 2 2 2
+mb(l%b'“’*zfz—m‘“m>
-} etc,

Connaissant F', on aura immédiatement Et d’apres I'équation

E'= b'F' 4 b o (1—0%) dF" et il en résulte
: T \ b ?

expression dont la loi est manifeste et qui s'accorde avec celle
que nous avons donnée sous une autre forme ( Mém. de ' Acad. ,

1786, pag. 630 ).

Des changemens qu’on peut faire subir au paramétre
dans les fonctions elliptiques de la troisiéme espéce.

‘ t
(46). Soit p =" f, et soit « une constante 1ndete1mmee, on

trouve par la différentiation,

dp __do 1—c®sinf @
14ap* T A" (1—c*sin* ) cos* gt sin’ @

Supposons que le dénominateur (1—¢*sin®@) cos®@ —}- a sin*¢ soit
égal au produit des deux facteurs (17 sin*0) (1 —l—fni sin“{p) A
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	[§ XIV.] Développement des fonctions F[...] et E[...] en séries.

