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SUPPLIMENT. 5

fonctions elliptiques completes F'(c), E(c), au moyen de la for-
mule de réduction que nous avons rapportée.

La formule générale de la case V se déduit de celle de la case IV,
en mettant ;7 —€ au lieu de 2, et }7—a au lieu de €, ce qui
ne change point la valeur du modulé ¢, ni par conséquent celles
des fonctions completes F'(c), E!(c).

Les formules de ces deux cases serviront a trouver en général

ok d d :
la valeur des intégrales f —M—wﬁ tang™w , f —M% cot*w, etaussi celle de

do ‘ ' e
Ty ooy » Pulsque ces diverses intégrales peuvent

Iinté o
intégrale N
étre décomposées en une suite finie de termes compris dans les

cases IV et V.
CASE VI.

(10). La méme substitution dont on a fait usage dans les deux
cases précédentes donne la formule

dw sin*"w sin?®« do
MN 7 cosasin€ ‘(1 —c*cos*asin’p)"A’?

intégrale qui doit toujours étre prise entre les limites @ ==o0;
Q=7
Cette intégrale peut en général s'exprimer par les fonctions
completes F'(c), E(¢), IT'(—c*cos*a, ¢), au moyen de la formule
de réduction rapportée dans la case VI, formule qui est déduite
de celle de l'art. g, premieére Partie. On peut aussi substituer 2 la
fonction de troisieme espéce IT', sa valeur en fonctions de la pre-
miere et de la deuxieme espéce, donnée par la formule du n° 105;
cette valeur est (en supprimant le module ¢ commun & ces fonc-
tions )
I (—c* cosa) = F* o 22 [ RE (1 ) — BF (277 — ).
Si on observe ensuite que d’apres I'équation 1=btang(17—a)tang€,
on:a (n* 57)
Flin—a)=TF'—TF(€)
EG7n—a)=E'—E(f)-+c*cosasin€,

la valeur de IT' pourra s'exprimer ainsi;
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sin’a sin®e

de sorte que les intégrales de la case VI ne dépendront que des
fonctions F', E, F(€), E(6).

(11). Le cas de a=o0 mérite d’étre développé. Alors on a
immeédiatement

dwsin®*o do sinw

MN —J v/(cos*s — cos*6)’

cO03

Soit cos w =
(o10]

¢ » d si
, on aura la transformeef—?— i ,[’<I+gl_n¢
) cos 0

1—s5in@/?
dans laquelle il faut faire ¢ =6, ce qui donnera

d»sinw l’(l - sin €
f\/(qn”@—am 20) I, 1 — sin €
Ce résultat se déduit également de la formule génerale

do sin?» sin€
dodne =926 B L EF (€)—FE(E);

mais pour cela, au lieu de faire a==0, nous ferons 2=—¢, ¢ dé-
signant un arc infiniment petit. On aura alors ¢* = 1 —¢’ cot*€,
b= c¢ecotb 5

F’:f% ::)ng == sin 6 (1 - L b* tang®6),
E(€) = sin€ + .,L’ (1+Z1;§ --b;zsin 8.

De 12 on voit que [m—E(C)]F‘ §'évanonit lorsqu’on fait b=0;
1 -sin€

R S

on a en méme temps E'=1 et F(€)=1 ep(
Ainsi le second membre de 'équation précédente se réduit a

1 c ko 7 roy ’
L < i;_*:%g , ce qui est le résultat déja trouve.

(12). Lorsque « est égal & la quantité infiniment petite ¢, la
fonclion IT' (— ¢ cos*a) représente l'intégrale

do
P b
(cos”go —+- = sin® ¢> V/ (cos*p-¢’cot®6 sin®p)
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SUPPLEMENT. 7
prise depuis @=o0 jusqu’a @ ==1+=. On voit donc que cette in-
- hoox SBin't 1 -4sin€ - s
tégrale se réduit dans ce cas & = .,[’<l —-siné’)’ formule qu’il se-
rait assez difficile de vérifier par I'intégration directe.
Ce résultat suppose que € n’est pas lui-méme infiniment petit;

a?

car si G étail infiniment petit de lordre @, on aurait ¢*= o

b= g, E(6) =F(€)=¢€, et la formule générale donnerait

dw sin®» :
f - = EE* (c).

(sin®*w — sin®a) . {/(sin*€ — sin*w)

Clest ce qu'il est facile de vérifier par I'intégration directe. En effet,
puisque o et & sont infiniment petits, la variable ® , toujours
comprise entre ces deux quantilés, est aussi infiniment petite;
ainsi I'intégrale dont il s'agit est la méme que

f o’dw
V (0* — a?). V(6 —?)’
2
Soit w*=a*sin*@ 4-E>cos*P, et ¢*=1 —-g;; cette intégrale de-

vient [€dpy/(1 —e*sin®p), ou EE(c, @), dans laquelle faisant
@=;7, on a pour résultat EE'(c).

CASE VII

(13). Considérons la double intégrale

7, __ff dpdq sin p
—J J cos’p + cosa sin’p cos*q +~ cos*C sin’p sin’g ?

dans laquelle les limites de p, ainsi que celles de ¢, doivent éire .

0o et ;.
Si I'on integre d’abord par rapport 2 ¢, on aura

i 1[ dp sinp :
= V/(cos’p + cos’« sin®p) . {/(cos’p + cos’C sin®p)’

Soit € >a, et cosp = cotblang@; si lon fait =1 _gzgf_g,
- e
on aura la transformée

P PR i de
Z"'zcosusiné’ff’
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